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CAPUT I. | 
DE DIAMETRIS CONJUGATIS. 


$ 1. Das sit plana curva algebraica , ordinis cujuslibet » aequatione: 
k-— 


——)7 " 
d ar 0, | (0) 
k-0 (2, y) 


(k) 
in qua significatione q(; ,) functio quaedam gradus Z inter variabiles z et ; homogenea 


repraesentetur. Ipso in curvae plano porro datum sit punctum coordinatis £, 7 rectaque 
quaelibet hoc per punctum posita aequatione: 


: | y—1-m (x —8). : (2) 
Eliminata inter (1).et (2) ordinata y sequitur: 


k-—n 
»2 90 mu --5-—m&£) vA 
k-—0 : : 


quae aequatio abscissas exhibet eorum » punctorum, in quibus recta (2) curvam (1) 
intersecat. Quum 4 functio sit homogenea, haec aequatio ita quoque scribi potest: 
k-—n 
b3 Er nde ba 
k-—0 l,n- LM) 


vel adhibito theoremate Taylori: 
| Se 


(k) 
vu (9 cpm s bra EE ; 
pen ? (1, m) cz dH m) 
E. du Kk) gu) 
ubi significationibus q (1, m) dya ) 
m), m 


ejusque rationibus differentialibus ad. y partialiter derivatis ubique ponendum esse: 


L— 


: ; A : (o 
etc. in animo est annotare, in functione q od 
2 


xz -—]let y -—m. 
Aequatio ad decrescentes dignitates abscissae x disposita transit in hanc: 


(n) 
n — (n) "al dq fe) i 
: Jr M pH quip T... — 0. 
Gi Joe de [g — m£] mg y ian 


2 


Abscissae punctorum intersectionis partim aut (si data curva paris ordinis est) 
etiam omnes imaginariae esse possunt; quae si significentur c,, c,, .... «,, efficitur 
secundum notum algebrae theorema: 


(n) 

dg (n — 1) 
(qg1—nBEES 
7 "uq (1,m) 9 (1, m) 


b p y "A 
; A (n) 4 

a (Lm) 
quae summa semper realis est, si recta intersecans realis et si, ut proponitur, curvae 
aequatio realibus coefficientibus datur. Ergo, quod punctum inter » puncta intersectionis 
medium est arithmeticum, ipsum quoque abscissa gaudet semper reali, scilicet hac: 


dg), Qn—D 


(q— m$) 


p'ztos dyq,m) dom) (3) 
X eue S Qu " (n) . : 
ets 7m) 


Ordinatam y puncti medii arithmetici, quippe quod in recta (2) positum esse opor- 
teat, accipiemus, si hunc valorem abscissae x in aequationem (2) substituerimus, unde 


efficitur: 
(n) j 
(n) dg ) (n—1) 
(—»p dm dg. y (om) 
e BEES MC omm nen | 
7 d,m) 
Quum vero M 8l functio gradus z inter variabiles x et ; homogenea, ex theo- 
T,y 
remate Euleriano de functionibus homogeneis sequitur: 
(n) (n). X) 
Ma. do M) 7^ 
(my) 5 M Uy 


et, si differentiatione facta ponatur: x — l etg — m: 


?70,m) dx "^ dy, 

uud T 
qua aequatione adhibita terminus ordinatae puncti medii ita scribi potest: 
(0) 
d —1 
rioingy dirige sap Pin | 
Ze (15m) eH : (5) 
2s (n) 


n0 
T, m) 


, (4) 


*) Signo — hoc loco saepiusque infra aequationem indicabo identicam. 
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| (n) 
Conjunctis inter se aequationibus (3) et (5) multiplicatione illius cum P ; 
(n) (1, m) 
. d . LER LJ LI 
hujus cum 5 ac deinde ambarum additione sequitur respecta aequatione (4), qua 
(1, m) 


adhibita denominator ng 


2 


tollitur: | 
m) 


dg dg NEC 


A4 —— ———— 


9 
VE m) d3a, m) (lm) 


Haec aequatio, quippe quam coordinatae &, 2 dati puncti non jam ingrediantur, si 
in ea quantitatem »» constantem, coordinatas autem za et y variabiles esse statuamus, 
repraesentat eum locum geometricum, quem punctum illud medium describit, si recta 
curvam intersecans ita loco movetur, ut sibi ipsa semper parallela maneat; hunc igitur 
locum illa aequatio docet esse lineam directam, quam ex analogia quadam sectionum 
conicarum vocabo: datae curvae diametrum directioni m conjugatam. 

Sin autem coordinatis 2 et y supponamus valores constantes et directionem m 
quantitatem illa ex aequatione definiendam ponamus, quum aequatio respectu z» sit 
gradus z — 1l, accipiemus z — 1 valores eas directiones indicantes, quibus con- 
jugatae diametri per punctum constans transeant. Unicuique 2» — 1 valorum quantitatis 
z; una diameter conjugata est, unde sequitur: 

Per datum quodlibet punctum » — 1 diversae diametri datae curvae ordinis » duci 
possunt, quarum cuique. una directio rectarum inter se parallelarum respondet. Fieri 
autem potest, ut nonnullae aut (si data curva imparis ordinis est) etiam omnes imagi- 
nariae. sint. 

$2. Quum coefficientes nonnisi dimensionum z et 2 — 1 ex aequatione datae curvae 
ordinis z diametri aequationem ingrediantur, omnes curvae, quibus eaedem sunt asym- 
ptotae, eidem directioni conjugatam eandem habent diametrum. Simili ratione ex ter- 
minis (3) et (5) coordinatarum puncti medii arithmetici deduci potest hoc theorema: 

Si data quaelibet curva algebraica recta quavis intersecetur, punctum inter inter- 
sectiones medium idem est, quod inter intersectiones ejusdem rectae cum datae curvae 
asymptotis (cf. & 17). 

Ipsae symptotae spectandae sunt tamquam diametri eaeque directionibus talium 
rectarum inter se parallelarum conjugatae, quarum cujusque cum data curva punctorum 
intersectionis unum in spatium infinitum progrediatur; et unaquaeque asymptotarum ei, 
cui conjugata est, directioni ipsa est parallela. | 

Quod ut demonstretur, primum asymptotae curvae aequatione (1) datae quaerantur. 


Quae si curva intersecetur recta, cujus aequatio sit: 
1* 


4 


y-—mz-y, (6) 
abscissae punctorum intersectionis accipiuntur hac ex aequatione: 
k-—n 


, * (K) iy 
e UMS dc 
quae secundum theorema Taylori explicata et ad decrescentes abscissae xc dignitates 
disposita transit in hanc: 


(n) : 
L- d - 
z^, go 4 x i bare Ww sd ER U. 
(1,m) 


Jam vero directione zn ita definita, ut fiat: 


() 9, (1) 


7 omit 
quae aequatio z valores exhibet, unum eorum z punctorum, in quibus recta (6) datam 
curvam intersecat, in infinitum progreditur. Porro quantitate quoque p ita definita, 
ut sit: 


do? iis ia 


—— 0, 8 
à dya. (1,2) : ) 


m) 
duo z punctorum intersectionis in infinitum excurrunt. Generaliter aequatio (8) unum 
finitumque quantitatis u valorem exhibet unicuique z valorum directionis » ex (7) as- 
sumptorum respondentem. Jam vero si in aequatione rectae (6) pro z» singuli ex (7) 
assumpti z valores simulque pro & respondentes singuli ex (8) ponantur, illa recta sin- 
gulas datae eurvae repraesentabit asymptotas, áliam post aliam.  Eliminata vero inter 


aequationes (6) et (8) quantitate p illa (6) ita transformatur: 


dq) (n—1) 
(y—ma) E. oe go Dag, (9) 
JR NUR 
Sequitur autem ex (4) et (7): 
TM uUa cule: 
T, m) Jm) 


qua aequatione adhibita illa (9) ita quoque scribi potest: 
AU. d n -—25: 


DA 


Quae aequatio omnes » asymptotas curvae ordinis z; repraesentat, si in ea omnes 
n valores directionis m. ex (7) assumpti, alius post alium, ponantur. Quum autem haec 


aequatio eadem sit, quae diametri directioni z» conjugatae, sequitur, ut asymptotae 


9 


spectari possint tamquam diametri eaeque, ut docet aequatio (9), suis ipsarum directio- 
nibus conjugatae. E 

$ 3. Aequationi (8) generaliter unum finitumque quantitatis u valorem certo di- 
rectionis z& valori respondentem inesse diximus; at vero excipiendus est is casus, ubi 
uno quolibet eorum 2 valorum directionis ;», qui aequationi (7) satisfaciant, haec quoque 


(n) 
aequatio: E — 0 expleatur, id est: ubi aequatio (7) duas radices contineat inter 
(1,m) 
se aequales, aut, ut aliter exprimam: ubi duae asymptotae datae curvae unam eandem- 
que habeant directionem. Quo in singulari casu has asymptotas (quas vocant parabo- 


licas) in infinitum abire docet aequatio (8). Fieri autem potest, ut una cum aequa- 


tionibus: qu) — 0 et a — 0 haec quoque tertia aequatio eodem, quo illae, 
(1, m) dH aa) 
directionis z? valore m' expleatur: 9 uy — 0; quod quum accidit, certum valorem 
,7 


quantitatis & valori »' respondentem aequatio (8) non exhibet, sed unaquaeque potius 
rectarum directioni z?' parallelarum tamquam asymptota spectanda est. Sed omittamus 
hos casus singulares asymptotarum parabolicarum et inter se parallelarum et revertamur 
ad casum generalem, ubi omnes z radices aequationis (7) sint inter se diversae; ac 
quidem nonnullae aut (si data curva paris ordinis est) etiam omnes imaginariae esse 
possunt; nunc autem supponamus omnes esse reales, quo in casu quantitatis quoque 
p valores omnes reales esse apparet. 

Data igitur sit curva algebraica ordinis » cum 7 rectilineis realibusque asymptotis 
ejusque quaeratur diameter datae cuilibet directioni »» conjugata. Aequationem datae 
curvae ita transformatam esse cogitemus, ut » asymptotae in ea in evidentiam veniant. 


uodsi aequatione: me 
9 1 ya, Xo, zd, —0 


repraesententur omnes x; asymptotae, quarum singularum aequationes per ordinem hac 
ex generali prodeant, si indici Z valores omnium numerorum integrorum al usque ad 
n supponantur, curvae aequatio ita scribi poterit: 


b; ie Nl- futt: A, 0 9 YU Eg o 


vel posito: 
(^4 a, 4) (gy Fa, ^2) (y raj cy 772 (y a, x)z, 


quod productum est homogenea illa functio "d gradus zm, ita: 


oer 


Jam vero habemus: 
(n) (n) 
dq dP a dp  , dP I . (n—1) « 
—— c ——-— —————, —- x— pP TD —— E T wm 
deles dy dy drcgigiden pip 

Quibus in terminis si ponatur: x — 1, y — m, aequatio diametri directioni » con- 
jugatae antea per P divisa haec fit: 

A 
zt 
m--a 

Unde facili ratione deduci poterit hoc theorema: Si acciderit, ut datae curvae 
asymptotae omnes in uno eodemque puncto mutuo se intersecent, diametri quoque 
omnes hoc per punctum transeunt. 

6 4. Data sit curva ordinis 2? cum z rectilineis realibusque asymptotis rectaque 
quaelibet L in curvae plano posita; eoordinatae punctorum intersectionis hujus rectae 


cum data curva sint: (5,,7,), (5,,9,), ....-. (E ,7,), et cum asymptotis: (5, q^), 


(8,2, «(8,4 ,)5 sequitur deinde ex iis, quae supra in $2 diximus: 
2-2» 92 — um | 

Porro punctum quodlibet (x, y) sumatur in recta L positum ejusque distantiae ab 

asymptotis aestimatae secundum rectam Z significentur: 7,, 7,, .... r,. Sequitur deinde: 
T—(xr—zt£y--g—qyetzr-—z(x—£)yozx(g—24)y. 

Jam si quaeratur id punctum, cujus haec summa quadratarum distantiarum minima 
sit, scilicet minor, quam alterius cujuslibet puncti eadem in recta L positi, ejus coor- 
dinatas hae exhibebunt aequationes: 

X(x—528)-—0,2ZX(y—4)-—9 (10) 


vel: inu poudsw Ayo gius on 


, Quae punctum quaesitum idem esse docent, quod medium arithmeticum inter ea 
4 puncta, in quibus recta L datam curvam ejusve asymptotas intersecet; unde se- 
quitur: Si diameter directioni z» conjugata recta quavis 4, directioni z» parallela inter- 
secatur, puncti intersectionis 3r? (i.e. summa quadratorum segmentorum rectae £L com- 
prehensorum inter diametrum et inter » asymptotas) minor est, quam alterius cujus- 
libet puncti eadem in recta Z positi. 

Sit v is angulus, quem recta intersecans cum abscissarum axe includat, ita ut 
coordinatis utentes rectangulis habeamus: tg o — m et: r— (x — &') coso-- (y —4) sinz, 
Zr-—coso 2 (x.— &) J- sin v X (y —4), 
qua in aequatione summam Zr intelligi volo algebraicam, ita ut distantiis secundum 
contrarias directiones aestimatis signa quoque tribuenda sint contraria. Quae quum 

ita sint, sequitur ex aequationibus (10): 


ri 


Zr-— 0; id est, ut verbis exprimam: 
Summa algebraica segmentorum cujusque rectae directioni cuilibet z» parallelae com- 
prehensorum inter diametrum illi directioni m conjugatam et inter asymptotas est — 0. 
$. 5. Quaeramus nunc angulum v, quem diameter directioni zs conjugata cum ab- 
scissarum axe includat. Quae quum diameter repraesentetur hac aequatione: 


de ami 1 a e 
2: m--a D m--a da tdda m -4-a THIS m --a "T 
habemus coordinatis utentes rectangulis: 
a 


m--a 
1 
m --a 


tg u-— — 
2 


vel posito: m — tg v, a — — tg, ubi w is angulus est, quem asymptota 4 cum ab- 
scissarum axe includat: 
* Es 
tgu— tgo - tg ww : 
m 
unde sequitur: 


IDSETEEES L8 eo E HD iE sin (z — o) et 


tg v — tg 7v sin (0 — m) 
qua in aequatione v — ;» et 4 — » ii anguli sunt, quos respective recta intersecans 
ejusque directioni conjugata diameter includant cum asymptota .4. 
Sit porro O angulus comprehensus inter rectae intersecantis directionem eique 
conjugatam diametrum, scilicet O — v — v; sequitur deinde: 


a 
i gis igu-rmum*' . DOC TUE cadem 
rus NaelcterisUdeos l oun boe 
m --a 7i d- à 
m --a 
ZW ——— —— —q; unde efficitur: 
Est autem: Nc Tan a r4 rp 3 "Rd xa n; unde efficitur 
am 
Tou 
n cotg O i92 , 
quae aequatio posito: m — tg v, a — — tg ?» transit in hane: 


n cotg O -- X cotg (v — ») — 0; 
quae angulum O exhibet datis angulis comprehensis inter rectam intersecantem et inter 
asymptotas. 
Posito: O — zz prodit aequatio: 


»3 d (11) 


m a 


8 


quae, quum respectu m sit gradus », » valores quantitatis zz exhibet eas directiones 
indicantes, quarum unaquaeque ad diametrum. ipsi conjugatam - perpendicularis sit. 
Omnes igitur curvae algebraicae ordinis cujuslibet 2; gaudent » directionibus ad dia- 
metros ipsis conjugatas perpendicularibus; qua ratione curvas superiorum ordinum ad 
similitudinem . quandam sectionum conicarum accedere apparet, quod attinet ad dire- 
ctiones axium principalium. 

Omnes illae 2 directiones semper reales sunt, si omnes » asymptotae reales; quod 
ut demonstremus, utamur aequatione: 

X eotg (0 — m) — 0, (12) 
quae exhibet angulos v, quos illae » directiones cum axe abscissarum includant, datis 
angulis »», quos asymptotae. Demonstrandum deinde omnes » valores anguli » esse 
reales. Ad id angulos ? ita per ordinem a0 usque ad z dispositos esse cogitemus, 
ut a minimo 2», ascendentes per 27,, ?v,, etc. ad maximum 7», perveniamus, ita ut: 

0 (mim, (mii... Qnem. 
Deinde in aequatione (12), quae ita quoque scribi potest: 
cotg (v —7»,) 4- cotg (v — 0,) 4- cotg(0 —7,) -- ...... -- cotg(v —»,)— F—0 
ponamus pro v hos valores, alium post alium: 0; 7», — 5, ?, 4- À; w, — h, m,4- À; m, —h, 
Tw,4-Àh; ...... Tg — hh, ma - Àh; m; ubi & quaelibet constans infinite parva, et quaeramus 
signa, quae illa functio Z7 singulis his anguli v valoribus substitutis assumat. Jam vero 
posito: » — 0 efficitur: F — — X cotg »w; 


oca ur dU ho. aaa F-— 0, 
5». Imus fuclke h.c ws -— qus 
5 i0 — 70, 3- h.n F'— -— o, 


»»2umab 7. F'I— 
s v — duke AR SF — us 
5; (DE vm 5" F-—--Zcotgw. 


Signum igitur functionis Z7 mutari apparet omnino 22/55,.sive summa Z cotg ?» 
valorem habeat positivum, sive negativum. | Quarum mutationum 2 fiunt per infinitum, 
reliquae »; per zero; et quidem illae. inter terminos infinite propinquos,. scilicet inter 
valores: v — :y — bh et v — my -- h, hae autem inter terminos quosdam finitis inter- 
vallis disjunctos neque arctius circumscribendos .eosque, diversos, prout € cotg ;v valo- 
rem habet positivum vel negativum: si enim positivum, z valores anguli o functionem 
F' ad zero reducentes his circumcluduntur. terminis: 


9 


QW, v, (m,, m, Qu, m,, m, Qv, (m, ..... Q4 (v4 rt, 
sin negativum, his: 
( Op. Cu uS SS 10, 40: 5,4 423 jud d CU oe 
Demonstratum igitur aequationi (12) » valores anguli 7 inesse reales, nec plures 
inesse docet aequatio (11): haec enim directionis z» exhibet tantummodo 2. valores, 
quorum cuique secundum aequationem: tg v — m unus duntaxat respondet anguli v, 
si quidem valore z majores excludantur, quippe qui nihil adjiciant nisi meram repe- 
titionem. 
Ceterum, ut facile intellectu, non modo aequatio: 7 — 0, sed etiam: 7 — c, ubi 
c quaelibet constans, » valores anguli » exhibet reales; unde sequitur, ut non modo 
valori 27, sed generaliter unicuique reali valori anguli O n reales respondeant anguli v. 
$6. Jam id propositum sit, ut diametri aequatio ad dignitates quantitatis zm dispo- 
natur. Quodsi data curva ordinis » repraesentetur aequatione: f/— 0, aequationem 
diametri postulata ratione dispositam in hanc formam redigendam esse dico: 
k-—n—1l k at E 


SR P aA A EE c 
ven, A k— 9 dz* tk gyk 


quae aequatio, si multiplicetur cum (2 — 1)! et summa indicata signo explicetur, ita 
quoque scribi potest: i 
n—1 au n —1 TI NE —9 n—1l 
dolut es Ioesmuy ; osgolsw 25 Vgl up dy"! 
vel, ut significatione utar quasi symbolica, ita: 
n—1 I m ) n—l 
d r( mou — 


Quod ut ratione quam brevissima demonstremus, ineamus viam, quam vocant inductionis 


perfectae. Supponentes enim jam demonstratum esse illud theorema de curvis ordinis 
n —1 docebimus. valere etiam de curvis ordinis ». Quo facto reliquum erit, ut de 
curvis secundi ordinis in: specie demonstretur, sed vix necesse: evidenter enim ex hac 
earum aequatione generali: f — 4az^--2Bxy -- C4 4-2Dx -- 2E; -- F — 0 apparet esse: 


Jam curvae ordinis cujuslibet » datae aequatione: f — o) e Hi 4-....— 0 dia- 
meter directioni z; conjugata hac repraesentatur aequatione: 
(n) (n) ; 
a agit d 4 T D —9, 
dm) ^ ")g,m (b 


10 


cujus partem sinistram brevitatis caussa .significemus: D. Demonstrandum deinde: 
1 n—1 1 m Yinu—1 
ashes dd rcwu ^n MK 
2 — (n — L1) juego m 
Quod quum theorema supponamus valere de curvis ordinis » — 1, valet de utraque 


: (n) (n — 1) 
curvarum, quarum aequationes sint: df —9 et df —0 vel: dg; seule: pure 
(n) Git da dy da da 
et a -h zE -4-....-- 0; quarum diametri directioni »» conjugatae repraesen- 
: 2 
tantur his aequationibus: 
D a 2 TERR — 0, 
n PI dx da dy da 
(1, m) (1, m) (L, m) 
| AQ 2, (n) (n — 1) 2) 
pu esbgLeE : d um :d 
V, m) 9 0,m) |. "a, m) 


Habemus igitur secundum illud theorema, quippe quod de curvis ordinis »; — 1. jam 
demonstratum supponatur: 


Ete n—29 df (1 2. 
Msg ura t9 T 


, Eun. 1 o C "7. 
Date p ae dy dz * dy : 


I n-15L'C-I m in—2 
D — ——[ 2 AEn 
n 1:904 231 ? 73 zb 3 2 : 
, m 1 qu! 1 7A. 1n—39 
ME cm fs(co E) ó 
Porro conjunctis inter se aequationibus (13) efficitur: 


». (n) » (n) a (m) a (n) 
D. qu. snp (ea iv m E J: uem Latt )* 
: Slap T8) dL iT V (1, m) 


vel: 


(14) 


Sequitur autem ex theoremate Euleriano de functionibus homogeneis adhibito functio- 


ag? agi o 


nibus , quae homogeneae sunt gradus » — 1: 
da dy 
2 (n) 2, (n) (n) 2 (n) » (n) (n) 
de qupd ps pi de Leod p DM — rte 
da dx dy da . dxdg dy dy: 
(n ) (n — 1) E 
de y 49 (mq 1)g" ). 


11 


quae aequationes, si in iis ponatur: ac — l, y — m, transeunt in has: 


d'g (n) d Q,U Done dg? Áí. d? au uM dg 
Guo alere E ALTA TRO APT PEDI SMS PL RMnUR y ro erga 
7 d,m) 7090, m) 7d,m) CT *9 0, q) ? Qm) 4d, m) 
(n — 1) (n — 1) 
d zx: 
a mE zT (up fyg tme. 
^m) V, m) Bro 
Habemus igitur: 
(n) (n) 
D. ei-Bem p. a0 b(s ey DE am) vel: 
ym pos CROEGLS 
D. cp dn DI. uy em Qu DD 
Hac in aequatione pro D, , et D',  , expressiones illae ex (14) ponantur; unde 
sequitur: | | ^ 
ur 1 n—1 1 m 1 m y T : 


1 n—1 1 min—l 
DR De VECISUTS 
Quod erat demonstrandum. 
6$ 7. Leges reciprocitatis binarum diametrorum, ut in sectionibus conicis inve- 
niuntur, de curvis superiorum ordinum valere non possunt. Attamen curvae tertii or- 
dinis uno puncto gaudent, per quod duae diametri poni possint mutuo sibi reciprocae, 
ita ut altera alterius directioni conjugata sit. Quodsi curva tertii ordinis data sit ge- 
nerali aequatione: 
| pzsg0 a oO 9 4- " 
diameter directioni »? conjugata hac repraesentatur aequatione: 


(0... 9 
"rr. 


(3) (3) (2) 
T1, m) Jü,m) — (Lm) 
quae ad dignitates quantitatis »» disposita secundum Q 6 ita quoque scribi potest: 
dr d'etre 
ord 2 —s* x. j 
ji dy? 2n dd daz dy' gg ? 13) 


Hac ex aequatione si quantitatem » definiendam statuamus, accipimus duos valores 
m, etm,, quae functiones sunt coordinatarum zx, y et eas directiones indicant, quibus 
conjugatae diametri 7, et 7, per punctum cum coordinatis x, 5 transeant; hae vero 
coordinatae ita determinandae sunt, ut duae illae diametri mutuo sibi reciprocae sint. 
Quae. diametri coordinatis accentu praeditis repraesentantur his aequationibus: 


(3)... (3) 
L d ] d 
C aescoecalo tdt, ios sua NOS 
(1m) J,m,) 
9* 


(3) (3) 


d 
(c—2) 55 — (Gg —9-—;  -*(QO) 
(1, m,) 7 ,m,) 


Ut mutuo sibi reciprocae sint, illa (7,) directioni z?,, haec (7,). directioni »», parallela 
esse debet; unde sequitur: 


(3) (3) (3) d (3) 


j d m) d m,) da m) d m,) 
vel, si ponatur: ai v c^-3Bz'y--3€ry^ 4- Dy: 
, (B 4-2 Cm, 4- Dm,?) -- A 4-2 Bm, 4- Cm,? — 0, 
m, (B 4-2€m,-- Dm?) -- A--2 Bm, -- Cn,? — 0; 
quarum duarum aequationum primum subtractione, deinde additione deduci poterunt hae: 
B 4e € (m, a m,) -- Dm, m, —0, A -- B (m, --m,) -- Cm, m, —0. (16) 
Quae eos valores m, et m, exhibent, quibus conjugatae diametri mutuo sibi reci- 
procae sint. Sequitur autem ex aequationibus (15): 
2 2 2 Ü 
A -— 2 T m, m, a n (17) 
ubi zx, y ejus puncti SM ue sunt, per quod duae illae diametri transeant. Jam 


(m, tm); 


eliminatis inter (16) et (17) quantitatibus m, et m, quaesiti illius puncti coordinatas 
hae exhibebunt aequationes: 
df IRURE 5 def 
B —2C D ug 41 
dy da diy u da dy 
quae, quum inter v et y Loa fl duas VR repraesentant in puncto mutuo se 


dfe s 
071 0; 


intersecantes quaesito.  Videbimus infra in $ 10, quae hujus puncti interpretatio sit 
geometrica. 


De comstruetiome diametrorum. 


$ 8. Data sit curva ordinis 27 — 1 cum z — 1 rectilineis realibusque asymptotis 
ejusque in plano altera ordinis 2, quae easdem, quae illa, habeat z — 1 asymptotas 
praeterque has unam quamlibet aliam. 4,.  Aequationes diametrorum ambarum cur- 
varum uni eidemque directioni conjugatarum hae sunt: 
ds A, ovg id: 4, ut A, a 
: 1 m -- ay m -- ay m a8, 


», 


Duae hae aequationes demonstrant punctum, in quo binae diametri eidem cuilibet 
directioni conjugatae mufuo se intersecent, semper positum esse illa in asymptota 4, 
quae curvae ordinis » accesserit. Quae quum ita sint, diametrum cujuslibet curvae 


algebraicae cum rectilineis realibusque asymptotis datae cuilibet directioni conjugatam 
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geometrica constructione invenire possumus ab hyperbola gradatim ad datam curvam 
ascendentes. 

Data sit exempli causa curva tertii ordinis cum asymptotis 4,, A,, 4,, et praeterea 
directio z?, cui conjugata diameter construenda sit. Quodsi primum hyperbolam con- 
structam cogitemus, quae asymptotas habeat 4f, et 41,, ejus diametrum directioni 
conjugatam, ut notum, accipimus, quum segmentum cujuslibet rectae directioni z» pa- 
rallelae comprehensum inter duas illas asymptotas bifariam secamus et punctum bise- 
cans cum occursu illarum duarum asymptotarum 44, et 4, conjungimus; sit p, id 
punctum, in quo haec recta conjungens vel ipsa vel producta asymptotam 4, intersecet. 
Deinde eandem rationem duabus rectis 4, et 44, adhibemus hyperbolam mente con- 
struentes cum asymptotis 4, et 44, ejusque diametrum directioni z? conjugatam eodem 
modo, quo supra, investigantes; sit p, id punctum, in quo haec diameter asymptotam 
A, intersecet. Postremo si tertia hyperbola cum asymptotis 4, et 44, ejusque diameter 
directioni z» conjugata construantur, et si p, id punctum sit, in quo haec diameter 
asymptotam .4, intersecet, tria illa puncta.p,, p,, p, posita sunt in una recta, quae 
datae curvae tertii ordinis diameter est directioni m conjugata. Cujus theorematis de- 


monstrationem duae illae aequationes sine mora exhibent. 


Be eurva centrali. 


$9. In sectionibus conicis, ut notum, omnes diametri unum per punctum, scilicet 
per centrum transeunt; nec non omnino earum curvarum superiorum ordinum diametros 
omnes unum per punctum transire vidimus, quarum asymptotae omnes se mutuo in 
uno eodemque puncto intersecent. Generaliter autem curvarum superiorum ordinum 
diametri unum per punctum non transeunt sed potius curva quadam involvuntur, quam, 
quia omnia ea puncta continet, in quibus binae diametri infinite propinquae mutuo se 
intersecant, vocabo curvam centralem. Cujus aequatio prodibit, si inter aequationem 


diametri: do? dg 


(n—1) 
x y gu sies (18) 
d&, m) dy, m) (Lu) 
interque hanc illius differentiatione ad »» deductam: 
AC 2, Q0) (n—1) 
EA. ve c Dlaeteinlinencn oq 
7q,m "9 d,m) — ",m) 


eliminata erit quantitas . 
Utamur significationibus introductis in $ 6: 
dg? dg" (n—) 
da; pie. dp, ae sb Vapugeq 
(1, m) J,m) ( ,m) 
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(n) a, (n) (n—1). » (n) 2 (n) (n — 1) 
d? d d d'y d d 
ài dii ird "m. Mur 4 MU d Mr rri aioad 
(Lm) Jü,m) "T 0,m) Jü,m) — "7 &,m — "Qm 
ita ut curva centralis his repraesentetur aequationibus secum conjungendis: 
D, —0, D', 1 — Q. | (20) 


Inveneramus autem in $ 6: 
/ (n —1) D, z5 D, 1 mD',. 3, 
qua ex aequatione sequitur, ut tres rectae: D,, D,. 4, D',. ; pro eodem valore 
directionis z? in uno quodam puncto mutuo se intersecent, quod punctum positum esse 
in curva centrali docent aequationes (20). Duae igitur aequationes: 
D, 1-0, D',..1—0 

eliminata inter eas quantitate »» ipsae quoque curvam centralem repraesentabunt. 
Utraque respectu m est gradus » — 2, respectu x et y autem linearis: jam eliminata 
inter eas quantitate z? aequatio prodibit inter coordinatas x et gradus 2» — 4. Ergo 
curva ordinis cujuslibet » curvam centralem habet ordinis 272 —4, semper paris. 

Facile sequitur, ut omnes curvae, quibus eaedem sint asymptotae, eandem habeant 
curvam centralem. 

Quum asymptotae secundum $ 2 et ipsae tamquam diametri spectandae sint, curva 
centralis asymptotis datae curvae tangitur. 

Posito: 


42,00 » (m) 2, (n) 2 
MG [ idi 4i de ) |a 

(1, m) (1, m) | (1, m) 
haec aequatio eos 27; — 4 valores directionis »? exhibet, qui ad ramos curvae centralis 
in infinitum excurrentes pertinent, hisque directionibus conjugatae diametri sunt curvae 
centralis asymptotae. : | 

Si acciderit, ut omnes datae curvae asymptotae se mutuo in uno eodemque puncto 
intersecent, curva centralis in hoc unum punctum reducitur. 

Rectae D,. , et D',..,, quarum punctum intersectionis, quicunque valor est 
directionis »?, semper in curva centrali positum est, spectari possunt, ut vidimus in 


$ 6, tamquam diametri duarum curvarum ordinis 2; — 1, quae, si datae curvae aequatio 


: MO d, d, - 

sit: f — 0, repraesentantur aequationibus: T — 0 et dh — 0. Locus igitur geome- 
trieus eorum punctorum, in quibus binae diametri harum curvarum uni eidemque di- 
rectioni conjugatae mutuo se intersecant, datae curvae curva centralis est. Duae illae 


curvae ordinis » — 1 mutuo se intersecant in (» — 1)* punctis, per quae si tertia quae- 


libet curva ejusdem ordinis ponatur, cujus aequatio sit: zi his 0, ubi £ quae- 
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libet constans, hujus curvae diametrum directioni ze conjugatam facile apparet transire 
per punctum intersectionis rectarum D,. , et D',. ,. Nec minus facile generaliter 
hoc theorema deduci poterit: Omnium curvarum ejusdem cujuslibet ordinis 2, quae in 
iisdem a? punctis intersecantur, diametri uni eidemque cuilibet directioni conjugatae 
unum per punctum transeunt. Sed haec nonnisi obiter. 

$ 10. Quum pro omnibus curvae centralis punctis aequatio (18) ejusque ad 
differentiatione deducta (19) valeant, illi (18), si in ea quantitas » definienda statuatur, 
duas radices inesse oportet inter se aequales. Quodsi per unum quodlibet curvae cen- 
tralis punctum omnes, quae possunt, 2 — l1 diametri datae curvae ponantur, duae in 
unam coincidere debent, quoniam uni eidemque directioni conjugatae sunt. Porro si 
inter coordinatas x et y talis aequatio inventa erit, ut aequatio (18) duas radices pro 
m contineat inter se aequales, inventa aequatio curvam centralem repraesentabit. 

Data sit exempli causa curva tertii ordinis aequatione: 


) 
PENA Real CHGNRA LRQ deir 


cujus diameter directioni »» conjugata secundum $ 6 hac repraesentatur aequatione ad 
dignitates quantitatis ze disposita: 

jid ui d' 

E TAM «c rs d e 
quae ut duas radices contineat inter se aequales, postulatur: 

d'f e —( df )-2o 

dr ^ dg! disdy d.i 
Haec aequatio sectionem. conicam repraesentat, quae datae curvae tertii ordinis 
(3)... 


curva centralis est. Jam vero centri coordinatas, si ponatur, ut supra in $ 7: 9 
za --3Bzy43C€ry!-- Dy^, hae exhibent aequationes: 
d'f d "i nid^f « d'f E " df 
z da dxdy d m^ da? ;un dx dy ERE 
Hae autem MU eaedem sunt, quae illae in de ugue coordinatae ejus 


puncti determinabantur, per quod duae diametri poni possint mutuo sibi reciprocae. 
Illud igitur punctum curvae centralis centrum est; unde sequitur, ut duae illae dia- 
metri sint curvae centralis asymptotae. Prout igitur curva centralis erit vel ellipsis vel 
hyperbola vel parabola, diametri. illae reciprocae erunt vel imaginariae vel reales in 
finito vel reales in infinito; nec non vice versa simili ratione. 

Quum .ambae diametri reciprocae iis directionibus », et m,, quibus conjugatae 
sunt, mutuo sint parallelae, ipsae directiones »«, et 5, asymptotarum erunt curvae cen- 
tralis. Pro quibus directionibus in $7 has inveneramus aequationes: 

DB C (mn, 4-m,) 4- Dm, m,-0, 4 4 B (m, 4 m,) 4- €m, m, — 0, 
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unde sequitur: BC— AD B'— AC 
nm A. uL Go ADS MEE CERT 
Duarum igitur curvae centralis asymptotarum directiones hac continentur aequatione 


quadratica : 
(C? — BD) m? 4- (BC — AD) m 4A- D — AC — 0. 


Jam posit: | (BC — AD)! — A(B?— AC) (C—BD) 2 M 
curvam centralem apparet esse ellipsin vel hyperbolam vel parabolam,. prout 4 7. 0 vel 
1470 vel 77 — 0. Porro duo forsitan memoratu digni sint casus particulares: curva 
enim centralis transibit in hyperbolam aequilateram, si 8?— AC 4- C^— BD — 0, in 
circulum autem, si BC — 4D — 0 et B^ — AC — (C^ — BD) —0, vel, quod inde se- 
quitur, si 44 -- C — 0 et B 4- D — 0. 

6$ 11. Discutiamus aequationes curvae centralis, quum accidit, ut omnes datae 
curvae asymptotae rectilineae realesque sint. Quodsi algorithmo in ig introducto uta- 
mur, aequatio diametri directioni » conjugatae haec est: 


A 
p m--a ES. 


ejusque differentiatione ad zn efficitur: 


brbee ra ms 


Eliminata inter has duas aequationes quantitate z» aequatio prodibit curvae centralis. 

.Jam terminus 44 distantiam exprimit alicujus puncti curvae centralis ab asymptota 
AA aestimatam secundum directionem axis ordinatarum. | Ex posteriore aequatione se- 
quitur, ut hae distantiae ullius puncti curvae centralis a.» asymptotis omnes idem 
signum habere non possint; id est, ut puncta intersectionis ordinatae. ullius. puncti 
curvae centralis cum asymptotis datae curvae omnia ad eandem partem illius puncti 
posita esse non possint. Quum vero directio axis ordinatarum non certa supposita sit 
sed potius ad libitum sumi possit, sequitur, ut unumquodque tale punctum, per quod 
recta quaelibet ita poni possit, ut ejus puncta intersectionis cum 2 asymptotis datae 
curvae omnia ad eandem partem illius puncti posita sint, curvae centralis esse non possit. 
Talia autem. puncta, ut facile intellectu, omnia ea sunt, quae in spatiis posita sint 
apertis i.e. asymptotis datae curvae non plane circumclusis:: ergo curvam centralem 
intra spatia coerceri oportet asymptotis plane circumclusa. Quae si asymptotae omnes 
rectilineae (nullae parabolicae aut inter se parallelae) realesque sunt, curva centralis 
ramos in infinitum excurrentes habere non | potest sed ex una pluribusve partibus com- 
ponitur plane conclusis. 

$12. Ex his deductionibus sequitur, ut curva centralis curvarum tertii ordinis cum 
rectilineis realibusque asymptotis 4,, 4,, 4, ellipsis sit triangulo asymptotico inscripta. 
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Apparet enim ex $ 9 curvam centralem ordinis esse secundi tangique asymptotis. Quo- 
niam autem talium ellipseon numerus infinitus est, hac proprietate curva centralis non- 
dum satis certe determinatur. Quod ut fiat, quaeramus nunc ea puncta, in quibus 
asymptotis datae curvae tangatur: 

Aequatio diametri tertii ordinis directioni »» conjugatae ita scribi potest: 
(m 4- a,) (m-- a,) A, 4- (m2- a,) (m4- a,) A, 4- (m 4 a,) (m - a,) A, — 0, 
quae transit in aequationem unius asymptotarum: 4, — 0, 4,— 0, 4, — 0, prout in 
ea ponitur: z2 — — a,, m — — a,, m — — a,. Differentiatione illius aequationis ad m 

deducitur haec: 
(2m- a,4- a,) 4, 4- (2m 4- a, 4- a,) A,4- (2m 4- a, H- 8,) A, — 0. 
Eliminata inter has duas aequationes quantitate m aequatio prodibit curvae centralis, 
scilicet ellipseos triangulo asymptotico inscriptae. Jam vero si in posteriore aequatione 
ponatur: à — — a, et: 4, — 0, efficitur: 


hi1 A 
(a, — a) A, 4 (a, — a,) 4A, — 0 vel xd diosa ton as m 


quae aequatio conjuncta cum: 4, — 0 coordinatas ejus puncti exhibet, in quo asymptota 
4, ellipsin illam tangat; hane vero aequationem diametrum hyperbolae cum asymptotis 
A, et 4, directioni tertiae asymptotae 74, conjugatam repraesentare apparet. Ellipsis 
igitur asymptota 4, in puncto intersectionis hujus asymptotae illiusque diametri tan- 
gitur. llla autem diameter, ut notum, trianguli asymptotici latus 4,, cujus directioni 
conjugata est, bifariam secat. Ergo hoc latus 4, ellipsin in puncto tangit ipsum bifa- 
riam secante. Idem eodem modo de utraque aliarum asymptotarum 4, et 4, doceri 
potest; unde sequitur: 

Curva centralis curvarum tertii ordinis cum tribus rectilineis realibusque asymptotis 
maxima est ellipseon triangulo asymptotico inscriptarum. 

Vidimus jam supra in $ 8, quomodo diametri talis curvae tertii ordinis construi pos- 
sint. Puncta enim, in quibus hae rectae: 

' A Aro A A ; 

| I dAP E, hoic ior APR bo fal ERE (T) 
Qudiim illa transit per angulum trianguli asymptotici oppositum lateri 4,, haec per 
angulum lateri 4,, intersecent opposita singula latera 44, et .4,, recta inter se con- 
jungi oportet; quae recta diameter tertii ordinis est directioni » conjugata. Jam quae- 
ramus locum geometricum puncti intersectionis rectarum (21) pro variis directionis zz 
valoribus. Cujus loci aequatio prodibit eliminata inter aequationes (21) quantitate m. 
Quo facto efficitur: 

A, (a, — a,) -- A4, (a, — a,) - 4, (a, — a,) — 0. (22) 
3 
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Locus igitur ille geometricus recta est; quae ut penitus cognoscatur, satis est, si 
duo puncta in ea posita cognoscantur. Ad id quaeramus duo illa puncta, in quibus 
haec recta asymptotas 1, et 4, intersecet, ponentes primum: .4, — 0 ac deinde: 
4, — 0. Jam vero posito: 44, — 0 eflicitur: 


T A, Ao d 
A, (a, — a,) - A, (a, — a,) — 0 vel Uv So MP e 


quae aequatio diametrum repraesentat hyperbolae cum asymptotis 44, et 44, directioni. 
asymptotae A, conjugatam; quam diametrum constat transversalem esse trianguli asym- 
ptotici ductam ad latus 44,. Posito autem: 4, — 0 efficitur: | 

i AR y 


A, (a, —a,) 4- 4, (a, — a,) — 0 vel M 


£10; 
177—054 5 —0, 


quae aequatio transversalis est ductae ad latus 4,. Rectam igitur (22) per puncta 
transire apparet latera 44, et 44, trianguli asymptotici bifariam secantia. Quae quum 
ita sint, diametri tertii ordinis construi possunt hac ratione etiam simpliciore: 

Recta ducatur duo quaelibet latera 44, et 4, trianguli asymptotici bifariam secans. 
Deinde per angulos lateribus 4, et 4£, oppositos quotvis ponantur rectae, quarum bina- 
rum punctum intersectionis: illa in recta. bifariam secante (vel ipsa vel producta) po- 
situm sit. Postremo si bina ea puncta, in quibus binae illae rectae oppositas asymptotas 
A, et 4, intersecant, singulis rectis inter se conjunguntur, hae rectae diametri sunt. 
Quo modo quotvis diametri tertii ordinis easque curva involvens, scilicet maxima. tri- 
angulo asymptotico inscripta ellipsis, constructione geometrica inveniuntur. 

Curvarum tertii ordinis cum duabus asymptotis imaginariis tertiaque, ut necesse, 
reali curva centralis hyperbola est, quae et imaginariis illis duabus asymptotis et tertia 
reali tangitur. Nec non analogia quaedam est inter hunc casum interque illum supra 
tractatum in eo, quod hujus hyperbolae axium productum maximum est, scilicet majus, 
quam alterius cujuslibet hyperbolae asymptotis tactae. Cujus theorematis demonstra- 
tionem haud ita difficilem, sed longiorem omittere liceat. 

Vicem duarum illarum imaginarium asymptotarum quodammodo praestare potest 
elipsis cum ipsis illis asymptotis imaginariis, quippe cujus cum data curva puncta 
intersectionis quatuor in infinitum. progrediantur. Nec non fieri potest, ut ellipsis 
illa transeat in circulum, nimirum si data curva talis est (velut illa, quam vo- 
cant cissoidem Dioclis), cujus duae asymptotae imaginariae cum axe abscissarum 
includant angulos, quorum tangentes trigonometricae sint — -t- y — 1; quo in casu, 
ut vir ill. Pluecker docuit, cum quavis quoque altera recta includunt angulos, 
quorum tangentes trigonometricae et ipsae sint — - y-— 1; porro demonstravit 


idem, si inveniatur punctum, per quod ad datam quamvis sectionem conicam duae 
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tangentes duci possint cum abscissarum axe includentes angulos, quorum tangentes 
trigonometricae sint — -- y — 1, hoc punctum unum esse sectionis conicae focorum. 
Unde sequitur, ut eo in casu, de quo loquimur, punctum intersectionis ambarum datae 
curvae asymptotarum imaginarium, scilicet centrum illius circuli, alter hyperbolae cen- 
tralis focorum sit realium, quoniam curva centralis datae curvae asymptotis tangitur. 


$13. Curvarum quarti ordinis curva centralis, ut sequitur ex $ 9, et ipsa quarti 
ordinis est; cujus aequatio ut inveniatur, data curva repraesentetur generali hac aequa- 
tione: / — 0; unde sequitur secundum $ 6, ut diametri quarti ordinis directioni m con- 
jugatae aequatio ad dignitates quantitatis »» disposita haec sit: 


ar df peufidoa euluyte pino 
dx 3m ras dy dn? dz dy* yore dyPo4- e 
, : df P d'f "T Dr m. d'f a 
vel, SI ponatur: da? —p daidy — q., dz dy* zT dy? L—6$, 
haec: pr 3qm 4 3rm? 4- sm? — 0. 


Porro si inter p, q, r, s talis aequatio inventa erit, ut illa duas radices pro m 
contineat inter se aequales, inventa aequatio curvae centralis erit; unde facili ratione 
sequitur, ut curva centralis repraesentetur hac aequatione: 

(ps — qr) —4 (qg? — pr) (r^ — qs) — 9. 

Data sit, ut exemplo utar, curva, cujus quatuor asymptotae omnes rectilineae 
realesque sint idque ea ratione, ut tres (71,, 4,, 44,) unum per punctum, scilicet per 
initium coordinatarum transeant. Prima (44,) sumatur axis abscissarum et utraque alia- 
rum cum illa angulum includat dimidio recto aequalem, altera cum directione positiva, 
altera cum negativa. Quarta denique asymptota (/4,) ad primam perpendicularis sit, 
ita ut rectangulis coordinatis suppositis axi ordinatarum in distantia quadam « sit pa- 


rallela. Quae quum ita sint, data curva repraesentabitur hac aequatione: 


2 
y (z* — y») (z —e) 9 2p 11s X 


unde sequitur: g-—65y,q-—6x—2e,r-—-—65, s— —6x4- 6o; 
vel, quum aequatio curvae centralis non commutetur, si omnes quatuor termini p, q, 
7r, $ simul uno eodemque numero dividantur: 

ILE y Qu dud 0, dmm Masi mes 0f. 

Ut curvae centralis aequatio quam simplicissima fiat, initium coordinatarum secun- 
dum axem abscissarum transponatur in id punctum, cujus abscissa sit — 3 &; quo facto 
efficitur: p 954,9 9019/92238 51$ |SEOLTENY, 

Jam vero habemus: 

ps—qr—$ay, q' —pr — za y',r'—4s—z cvy ioc. 
3* 
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Aequatio igitur curvae centralis haec est: 
$a!y!— (x?2- y^) (x* 4- y? — $ax) —0 vel: (x? 4-9)! —$ex (x54 y?) —$o^ g^ —0. 

Curva autem hac aequatione repraesentata illa est, quam propter formam cordi 
(xapóío) similem vocant cardioidem, quae puncto quolibet describitur posito in circum- 
ferentia circuli, qui super circumferentia alterius circuli ipsi aequalis rotatur. Ac quidem 
utriusque circuli radius est — $ « et circuli immobilis centrum in axe abscissarum po- 
situm ejusque abscissa ad primitivum initium coordinatarum relata est — 2 «; porro, ne 
quid incerti de situ curvae centralis reliquum sit, locum indicari oportet, quem punctum 
describens aliquo tempore obtinuerit: quod quidem hac ratione fieri potest, ut illud 
punctum, antequam circulus mobilis rotari coeptus sit, eo in puncto circumferentiae 
circuli immobilis positum fuisse statuamus, cujus coordinatae ad primitivum initium 
relatae sint: y — 0, x — so. 

$14. Generaliter curvae ordinis cujuslibet » curvam centralem esse ordinis 2» — 4 
demonstravimus; saepius autem fit, ut in ordinem minorem reducatur, velut eo in casu, 


ubi data curva unum vel plura systemata asymptotarum habeat inter se parallelarum 
A 

m da 

mae summandi uno eodemque denominatore comprehendi possunt, ita ut illa summa 


(cf. $3); illo enim in casu in diametri aequatione: .Z — 0 duo hujus sum- 
tantummodo z — 1 summandos contineat; quorum omnium denominatoribus multiplica- 
tione remotis aequatio diametri respectu x in gradum » — 2 reducetur; differentiatione 
hujus aequationis ad z prodibit aequatio quaedam gradus » — 3, qua conjuncta cum 
illa diametri altera quaedam gradus 2 — 3 deduci poterit; ita ut curva centralis duabus 
repraesentetur aequationibus secum conjungendis, quarum utraque respectu » sit gradus 
1 —3, respectu x et y autem linearis: jam eliminata inter eas quantitate ;» prodibit 
aequatio gradus 27 — 6; duae igitur unitates de curva centralis ordine deminuuntur. 
Si acciderit, ut. data curva etiam plura habeat systemata asymptotarum inter se 
parallelarum, curvam centralem in ordinem etiam minorem descendere facile elucet. 
Sed haec de asymptotis valent nonnisi inter se parallelis; parabolicae contra per se 


curvae centralis in minorem ordinem reductionem generaliter non efficiunt: neque enim 
A 


his illa diametri aequatio: PERRAREAY 


— 0 adhiberi potest, quippe quam quantitates 
ingrediantur infinite magnae. 
De centro eurvarum nalgebraiearum. 
$ 18. Inveneramus in $ 1l pro iis directionibus z,. quibus conjugatae diametri per 
punctum constans (c, 8) transeant, hanc aequationem: 
X 
e up 


d 20. 
(1,m) 7 1, m) dm 
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Hae directiones pro situ dati puncti partim aut (si data curva imparis ordinis est) 
etiam omnes imaginariae esse possunt, quum coordinatae («, £) hujus puncti reales 
maneant. Est vero in omnibus planis curvis algebraicis unum certum et reale punctum, 
per quod duae diametri poni possint talibus directionibus conjugatae, quae cum abscis- 
sarum axe (vel, quod inde sequitur, cum altera qualibet recta) angulos includant, quo- 
rum tangentes trigonometricae sint — -- y — 1. Cujus puncti coordinatas (e, 8), si 
coordinatis utentes rectangulis ponamus: z — E y — 1zz-kí, huic aequationi satis- 


facere oportet: (n) (n) 
dq do (nel). 0 


(1, 2E i) Ja,2- i) dps 

Qua ex aequatione, quum coordinatae (c, 8) supponantur reales, reali parte ab 
imaginaria separata et utraque singula — 0 posita duae aequationes prodeunt, quae, 
quum inter coordinatas.« et 8 lineares sint, generaliter unum finitumque valorem utrius- 
que coordinatae exhibent. In sectionibus conicis punctum ita determinatum centrum 
est: centri igitur notionem superiore definitione in omnes planas curvas algebraicas 
amplificare liceat, sicut focorum quoque notionem Cel. Pluecker definitione supra in 
$12 commemorata curvis superiorum ordinum adhibuit. 

Si omnes datae curvae asymptotae rectilineae realesque sunt, pro rectangulis centri 
coordinatis (z, jy) haec prodibit aequatio: 


»2 a s 159: T 
vel, si et numerator et. denominator fractionis infra summae signum positaé multipli- 
plicentur cum (a 7 i): * (a 7r à) .A 
l-ra 
quae aequatio, quum omnes asymptotae supponantur reales, realibus centri coordinatis 


1 


aliter expleri non potest, ac si ponatur: 


A A4 
Ryu pid mapas! 


vel introductis angulis z comprehensis inter asymptotas et inter axem abscissarum: 
pz [CA eos 7») sin »] — 0, P. [C4 cos ww) cos »»] — 0; 
quibus aequationibus haec insunt theoremata: 
Summa projectionum distantiarum perpendicularium centri ab asymptotis in alterum 
utrum axem coordinatarum (vel, quod inde sequitur, in quamvis rectam) est — 0. Et: 
Summa quadratarum perpendicularium - distantiarum centri ab asymptotis minima 
est, scilicet minor, quam alterius cujuslibet puncti in curvae plano positi. 
Quaerentibus nobis centrum curvae tertii' ordinis datae aequatione: f — g 9 4- 
4-0 --..,, — 0, in diametri aequatione: 


ponendum est: zm — -kZ, quo facto pro centri coordinatis z et ;; hae prodeunt aequationes: 
dafspdorgibouiilint Mnt 
da; den: ae Meo OMM 

vel posito: $9 — 42? -- 3 Bx? y 4-3 Cx? -- Dy, 90) — 3 (Ex? 4-2 Fx 4- Gg), 

hae: Br4.Cy--F—90, (4—€)c-- (B—D) y 4- (E— 6G) — 0, 

quae aequationes centri coordinatarum valores exhibent semper finitos praeter hunc 

casum, ubi B'— AC -- C — BD — 0, 

unde sequitur adhibitis iis, quae demonstravimus extremo in 6$ 10: 

Si acciderit, ut datae curvae tertii ordinis curva centralis hyperbola sit aequilatera, 
vel, quod inde sequitur, ut diametrorum reciprocarum altera ad alteram perpendicularis 
Sit, centrum abit in infinitum. Nec non vice versa hoc theorema valere apparet. 

Curvarum tertii ordinis cum rectilineis realibusque asymptotis centrum intra trian- 
gulum asymptoticum positum est et perpendiculares ab asymptotis distantiae longitu- 
dinibus correspondentium hujus trianguli laterum directo proportionales sunt. 

Si omnes curvae asymptotae, ergo diametri quoque unum per punctum transeant, 
hoc punctum centrum esse ex duabus illis aequationibus apparet; quo in casu nonnullas 
species curvarum tertii ordinis centro gaudere jam Eulerus docuit in introd. in anal. 
inf. Lib. II, $ 244. 


CAPUT Il. 
DE CURVIS CONJUGATIS. 


$16. Posueramus in $ ! per datum quodlibet punctum (£, 7) rectam repraesen- 
tatam aequatione: y —5-—m (x — €), (2) 
et coordinatas (x, y) puncti medii arithmetici inter ea » puncta inveneramus, in quibus 
haec recta curvam aequatione (1) datam intersecat. Inter quas coordinatas hanc de- 
duxeramus aequationem .: 


Beg (18) 


quam, si in ea quantitatem » constantem, coordinatas x et y variabiles esse statuamus, 
datae curvae diametrum directioni z& conjugatam repraesentare vidimus. Nunc vero non 
jam directionem m sed potius coordinatas (£, 4) constantes esse statuamus, id est: 
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rectam (2) non jam sibi ipsam parallelam loco moveamus sed potius circum punctum 
constans torqueamus ac deinde quaeramus locum geometricum, quem hoc in casu 
punetum illud medium describat. Cujus loci aequatio prodibit, si inter duas aequationes 
(2) et adi eliminata erit quantitas z. Quo facto efficitur: 
(2) 
d —— e 


d^. qq 07D 
da 


d NAR mM UR (23) 
asi cor o Va—ny—g — 0-599 

Quae aequatio respectu coordinatarum x et y est gradus z. 

Vocabo punctum constans (£, 4): punctum radians, rectam quamque hoc per punctum 
positam: radium, curvam aequatione (23) repraesentatam: eurvam radiatam sive puncto 
radianti conjugatam, datam autem curvam: generantem. 

Curva igitur radiata, quicunque puncti radiantis situs est, semper ejusdem ordinis 
est, cujus curva generans. — Hespectu coordinatarum (5, 4) puncti radiantis aequatio 
(23) est gradus z — 1; homogenea autem est inter  — € et  — ;. Quodsi unum quod- 
libet curvae radiatae punctum fixemus coordinatas x et y Race 5 et y autem 
variabiles esse statuentes, sequitur hoc theorema: 

Puncta radiantia omnium curvarum-.radiatarum ejusdem generantis, quae se mutuo 
in eodem quolibet puncto p intersecant, posita sunt in systemate 7; —1 rectarum, quae 
per commune illud punctum p transeunt iisque directionibus parallelae sunt, quibus 
conjugatae diametri curvae generantis idem per punctum f poni possint. 

$ 17. Initio coordinatarum translato in punctum radians aequatio curvae radiatae 


haec fit: (n) (n—). 9 


(cac 39^ e ae P aeg 
da dy 
vel secundum theorema Eulerianum adhibitum ad functionem homogeneam gradus z: 
ng a- g de. ag. MCCOMPCINIER (24) 
* dy 

Qua ex aequatione bete ut curva radiata generanti similis similiterque posita 
sit, id est: ut ambae curvae asymptotas habeant et ejusdem generis et mutuo sibi 
parallelas; porro: ut punctum radians in curva sibi conjugata positum ejusque punctum 
(n — 1) plicatum sit. 

Omnium, quae easdem habeant asymptotas, curvarum generantium curvam uni 
eidemque puncto conjugatam eandem esse apparet. Quum vero ipsum quoque systema 
n asymptotarum tamquam curva ordinis z spectari possit, inde facile demonstrari potest 


hoc theorema: 
Si curva quaevis algebraica recta qualibet intersecatur, summa algebraica segmen- 


torum hujus rectae comprehensorum inter eurvam ejusque asymptotas est — 0. $i 
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enim .C,, C,, C,,.... C, puncta intersectionis sint cujuslibet rectae: cum curva ordinis 
n, et 4,,,, 4,,.....4, cum ejus xz asymptotis, sitque p unum quodlibet punctum 
illa in recta positum, sequitur ex iis, quae diximus, si curva huic puncto p conjugata 


mente construatur: k-n k—n 
X rCy2— M, pAs; (25) 
k-— f 
qua ex aequatione efficitur: k-—n 
Sog Cy m 05 
! AE 


quod erat demonstrandum. 

Aequatio (25) adhibita curvae radiatae, cujus punctum radians (» — 1) plicatum 
esse vidimus, quae igitur quovis radio praeterquam in puncto radiante (p) nonnisi in 
uno puncto (C) intersecatur, transit in hanc: 


nu 


pC— Y pA, 
k—1 
id est, ut verbis exprimam: 


Segmentum cujusvis radii comprehensum inter punctum radians et inter curvam 
ei conjugatam est aequale summae algebraicae segmentorum comprehensorum inter 
punctum radians et inter curvae ei conjugatae asymptotas. 

Secundum hoc theorema facile quotvis puncta curvae dato cuilibet puncto conju- 
gatae construi possunt, si asymptotae hujus curvae omnes rectilineae realesque datae 
sint. Quas asymptotas, si curvae generantis omnes rectilineae realesque sint, facili 
constructione geometrica inveniri posse docebimus in $ 21. 

$ 18. Quaeramus nunc directiones 2; — 1 ramorum curvae radiatae, qui in puncto 
radiante mutuo se intersecant. Ad id curva radiata intersecetur quovis radio, cujus 
aequatio relata ad-initium. coordinatarum in puncto radiante positum haec sit: y — ma. 
Abscissas z» punctorum intersectionis exhibet haec aequatio: 

(n) dg? dg ^? UD 


20 8 


E adis. : — 
(mz) do ma) " d o ma) (zm, ma) / 


quae radicem x — 0 continet (7 — l) plicatam. Radix ho prodit ex hac: 


(n) (n) —] 
tse 4- E Mis cq din -E 2s T 9. (26) 
diis e a ON AG 
Directione vero o» radii ita determinata, ut sit: 
(n) (n) 
(n —1) 
(1, m) Jays) (5m 


NR... 


supremus quoque valor abscissae zr fit — 0; radium igitur ita determinatum unum 
.-» —1 ramorum curvae radiatae in puncto. radiante tangere apparet. Accipimus autem 
ex aequatione (27) » — 1 eos valores directionis », quibus conjugatae diametri curvae 
generantis per punctum radians transeant; his igitur valoribus directiones z — 1 ramo- 
rum curvae radiatae indicantur. Alii valores reales, alii imaginarii esse possunt, unde 
numerus realium ramorum curvae radiatae in puncto radiante vere mutuo se interse- 
cantium determinatur. Si curva generans paris ordinis est, aequatio (27), quicunque 
puncti radiantis situs est, semper unum certe realem valorem exhibet directionis 7; 
unde sequitur, ut a curvis radiatis paris ordinis punctum radians plane isolatum esse 
non possit. ! 

$19. Casus maxime memoratu dignus is est, ubi duo curvae radiatae rami in 
puncto radiante mutuo se tangant. Quod ut fiat, coordinatae puncti radiantis ita. de- 
finiendae sunt, ut aequatio (27) duas radices pro ;» contineat inter se aequales; unde 
sequitur adhibitis iis, quae supra diximus in Q 10: 

Curva centralis curvae generantis locus geometricus est eorum punctorum radian- 
tium, in quibus bini curvarum iis conjugatarum rami mutuo se tangant. 

Apud curvas tertii ordinis punctum radians curvae sibi conjugatae duplex est et 
in punctum reversionis transit, si ambo curvae radiatae rami hoc per punctum trans- 
euntes mutuo se tangant. Maxima igitur ellipsis triangulo asymptotico inscripta locus 
geometricus est punctorum reversionis curvarum radiatarum. Omnia puncta intra hanc 
ellipsin posita isolata, omnia extra eam realia veraque duplicia sunt curvarum sibi 
conjugatarum. 

$20. Si radii directio »» ita fiat, ut sit: 

gO) | x90, (28) 

(1, m) 
id punctum, in quo radius curvam radiatam praeterquam in puncto radiante intersecet, 
in infinitum excurrere docet aequatio (26). Sin autem coordinatae quoque puncti ra- 
diantis ita definiantur, quibus aequatio (27) expleatur, certi valores coordinatarum 
puncti intersectionis ex aequatione (26) non prodeunt. Hoc in casu omnia potius 
puncta illo in radio posita tamquam puncta intersectionis radii cum curva radiata 
spectanda sunt. Reduci igitur hanc curvam apparet ad systema rectae et curvae 
cujusdam ordinis » —1. Sequitur autem ex aequationibus (27) et (28) secundum ea, 
quae demonstravimus in $ 2, ut hoc in casu punctum radians positum sit in una curvae 
generantis asymptotarum.. Unaquaeque igitur curva puncto conjugata in una curvae 
generantis asymptotarum. posito reducitur ad systema curvae ordinis » —1 ejusque 


asymptotae, in qua punctum radians positum est. Curva puncto intersectionis duarum - 
A 
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asymptotarum conjugata transit. in systema curvae ordinis z — 2 illarumque duarum 
asymptotarum. Et generaliter: Si » asymptotae curvae generantis ordinis 2 se mutuo ' 
in uno eodemque puncto intersecent, curva huic puncto conjugata reducitur ad systema 
curvae cujusdam ordinis c —m et illarum m asymptotarum. Quodsi omnes curvae ge- 
nerantis asymptotae unum per punctum, scilicet per centrum transeant, curva huic 
puncto conjugata ipsis z asymptotis repraesentatur. In hoc igitur casu centrum medium 
est arithmeticum inter ea z puncta,.in quibus recta quaelibet ipsum per centrum po- 


sita curvam intersecat. 


De diametris et asymptotis curvae radiatae. 


$21. Ea curvae radiatae aequatione (24) supposita, quae pertinet ad initium 
coordinatarum in puncto radiante positum, diameter hujus curvae directioni z» conju- 


gata repraesentabitur hac aequatione: 
(n) (n) 

d d (n — Y) 

MEE MEE 

(1, m) MODO odds 

in qua, ut ad primitivum initium coordinatarum referatur, ponendum est x — $ pro x 


2? 


et y — pro y. Quo facto transit in hanc: 


dq 
(nz — [n — 1] 5) — -F (ny — [n — 1] «) —— 
di huj do p) (1, m) 


0. (29) 

Curvae autem generantis diameter eidem directioni s conjugata coordinatis àc- 
centu praeditis hac repraesentatur aequatione: 

(n) (n) F 
EM MP RET prn 

(1, m) 7 (T, m) y 
unde sequitur, ut diametri ambarum curvarum uni eidemque cuilibet directioni conju- 
gatae inter se parallelae sint. | 

Porro si puncti radiantis ab illa curvae radiatae diametro quaeratur distantia D 
aestimata secundum directionem axis ordinatarum, ejus expressionem, ut notum, ex- 
hibebit pars sinistra aequationis (29) multiplicatam cum coefficiente ordinatae y, si in 
ea ponatur: z — E et y — 4; quo facto efficitur: 
dg dq (n—1) 

Aa A ay Ium) 6m 

Simili ratione puncti radiantis a correspondente (i.e. eidem illi directioni »» con- 
jugata) curvae generantis diametro distantia D' eodem modo aestimata prodibit ex 
- aequatione (30) posito: x' — € et y' — 4, scilicet: 
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(ig mo gr 09! wir 
duy C dr. uy dy I 
Vd, m) (1,m) Cw 
Habemus igitur: n ES D, 


id est, ut verbis exprimam: 

Puncti radiantis distantia ab una qualibet diametrorum curvae radiatae 2"? portio 
est a correspondente generantis; atque binae correspondentes diametri ad easdem partes 
puncti radiantis positae sunt. Quo ex theoremate simplicissima contemplatione geometrica, 
quum correspondentes diametri inter se parallelae sint, hoc quoque alterum deduci poterit: 

Punctum intersectionis duarum curvae radiatae diametrorum semper ea in recta 
positum est, quae correspondentium duarum generantis cum puncto radiante coniungat 
(idque in ipsa neque in producta); et puncti radiantis distantia ab illo puncto inter- 
sectionis 2?'^ portio est ab hoc. 

Quum asymptotae quoque tamquam diametri spectandae sint, omnia haec de curvae 
radiatae diametris dicta adhiberi possunt asymptotis. Quodsi omnes curvae generantis, 
ergo radiatae quoque asymptotae rectilineae realesque sint, inde facile deduci poterit 
hoc theorema: 

Longitudines laterum polygoni asymptotici curvae radiatae z"^* portiones sunt 
correspondentium generantis, quicunque puncti radiantis situs est. Illae igitur longitu- 
dines constantes sunt, si quidem curvae generantis asymptotas immutabiles esse sup- 
ponamus; quum vero eadem sub conditione directiones quoque singularum asympto- 
tarüm curvae radiatae constantes sint, sequitur, ut mutuus situs asymptotarum curvae 
variis punctis, aliis post alia, conjugatae non commutetur sed tantummodo totum asym- 
ptotarum systema loco moveatur idque ea ratione, ut singulae asymptotae sibi ipsae 


semper maneant parallelae. : 


Be eurva radiatae centrali. 


$ 22. Ex hoc theoremate sequitur adhibitis iis, quae supra diximus in $ 9, ut 
curva quoque radiatae centralis constans et generantis centrali similis similiterque po- 
sita sit, quicunque puncti radiantis situs est. Quodsi unius cujuslibet radiatae curvam 
centralem loco movebimus non torquentes, omnium accipiemus aliam post aliam. 

Punctum intersectionis duarum quarumlibet curvae generantis diametrorum infinite 
propinquarum in curva generantis centrali, correspondentium duarum in radiatae cen- 
irali positum est; talia ambarum curvarum centralium puncta vocentur correspondentia, 
iisque illud theorema de puncto intersectionis duarum diametrorum in $ 21 deductum 
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adhibeatur: Quodsi puncti cujuslibet in curva generantis centrali positi coordinatae sint 
&, 9), correspondentis autem in radiatae significentur x, y', illo ex theoremate sequitur: 


l 1 
qup Gb Eb Ur uc rg 45 veh 
Mice d 
: )5. y —n ' -(* )n. 


7L 
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Cognita igitur aequatione curvae generantis centralis positoque in ea zx loco x et 
ny loco y statim prodibit aequatio curvae radiatae centralis relata ad alterum quoddam 


initium coordinatarum, cujus coordinatae ad primitivum initium pertinentes sint: 


(ren is ejt 


Differentiatione illarum aequationum prodeunt hae: 


dz'-— da, dy'— o d; 
quibus haec insunt theoremata: 

'Tangentes ambarum curvarum centralium in. punctis correspondentibus constructae 
inter se parallelae sunt. Quodsi acciderit, ut punctum. radians in curva generantis cen- 
trali positum sit, ambas curvas centrales hoc in puncto mutuo se tangere apparet, 
quum hoc in casu, ut facile elucet, radiatae quoque centralis per punctum radians 
transeat ambaeque curvae hoc in puncto tangentem habeant communem. — Longitudo 
areus comprehensi inter duo quaelibet puncta curvae radiatae centralis »"'4 portio est 
comprehensi inter correspondentia duo curvae generantis centralis. Si omnes curvae 
generantis asymptotae rectilineae realesque sunt, sequitur ex iis, quae supra demon- 
stravimus in $ 1l, ut et generantis et radiatae curva centralis plane sit conclusa; quo 
in casu hujus curvae perimetrum apparet "^" portionem esse illius. Nec minus facile 
sit demonstratu, hujus aream esse ad illius ut 1 ad z*. 


Be eenéro curvae radiafae. 


$23. Theorema illud in $ 21 de puncto intersectionis duarum diametrorum ampli- 
ficatum in diametros directionibus conjugatas imaginariis adhiberi potest centro, quippe 
quod punctum intersectionis sit duarum diametrorum directionibus -- 7 et — 2 conjuga- 
tarum; unde sequitur: 

Centra curvae generantis et radiatae cum puncto radiante in una recta idque ad 
eandem partem hujus puncti posita sunt. Distantia puncti radiantis a centro curvae 
radiatae »7 portio est a generantis. In sectionibus igitur conicis centrum curvae ra- 
diatae punctum est distantiam puncti radiantis a curvae generantis centro bifariam secans. 


DU 


Conatus sum in hujus opusculi capite primo nonnulla quaedam sectionum coni- 
carum propria jam pridem cognita in omnes planas curvas algebraicas transferre, ut, 
quae his in genere illisque in specie tribuenda sint, discernantur; ea autem, quae 
tractavi in capite secundo, ne de illis quidem nescio, an adhuc usque demonstrata sint. 
Attamen vim habent majorem, quoniam latius patent: curvas enim punctis conjugatas 
infinite longinquis in diametros transire apparet. 
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